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摘　要：固体肿瘤的生长分为两个阶段：未血管化阶段和血管化阶段。未血管化阶段的肿瘤处于扩散受到限制
的休眠期，直径只有几毫米，而在血管化阶段肿瘤发生浸润和转移。主要研究了织肿瘤细胞破坏并入侵正常组

织或细胞质基质的数学模型。这个模型包含了四个含有交叉扩散的抛物方程和一个退化的抛物方程。通过应用

抛物型方程的Ｌｐ理论、Ｓｃｈａｕｄｅｒ估计、比较原理和Ｂａｎａｃｈ不动点定理，证明了这个模型整体解的存在唯一性。

关键词：肿瘤生长；局部解；整体解

中图分类号：Ｏ１７５２　　文献标志码：Ａ　　文章编号：０５２９－６５７９（２０１３）０３－００４８－０７

ＡｎａｌｙｓｉｓｏｆａＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌＭｏｄｅｌｉｎｇｏｆＣａｎｃｅｒＣｅｌｌＢｒｅａｋｏｕｔａｎｄ
ＩｎｖａｓｉｏｎｏｆＮｏｒｍａｌＴｉｓｓｕｅｏｒＥｘｔｒａｃｅｌｌｕｌａｒＭａｔｒｉｘ

ＺＨＡＮＧＪｉｕｙｕａｎ１，ＦＥＮＧＺｈａｏｙｏｎｇ２，ＬＩＵＣｈｅｎｇｘｉａ３，ＷＥＩＸｕｅｍｅｉ１

（１．ＳｃｈｏｏｌｏｆＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＧｕａｎｇｄｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｇｕａｎｇｚｈｏｕ５１０００６，Ｃｈｉｎａ；
２．ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＳｃｉｅｎｃｅ，ＳｕｎＹａｔｓｅｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，

Ｇｕａｎｇｚｈｏｕ５１０２７５，Ｃｈｉｎａ；
３．ＧｕａｎｇｄｏｎｇＰｒｏｖｉｎｃｉａｌＳｔｏｍａｔｏｌｏｇｉｃａｌＨｏｓｐｉｔａｌ，Ｇｕａｎｇｚｈｏｕ５１０２８０，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｈｅｇｒｏｗｔｈａｎｄｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｏｆｓｏｌｉｄｔｕｍｏｒｓｏｃｃｕｒｓｉｎｔｗｏｄｉｓｔｉｎｃｔｐｈａｓｅｓ：ｔｈｅａｖａｓｃｕｌａｒａｎｄ
ｔｈｅｖａｓｃｕｌａｒｐｈａｓｅ．Ｄｕｒｉｎｇｔｈｅｆｏｒｍｅｒｇｒｏｗｔｈｐｈａｓｅｔｈｅｔｕｍｏｒｒｅｍａｉｎｓｉｎａｄｉｆｆｕｓｉｏｎｌｉｍｉｔｅｄｄｏｒｍａｎｔｓｔａｔｅ
ｏｆａｆｅｗｍｉｌｌｉｍｅｔｅｒｓｉｎｄｉａｍｅｔｅｒ，ｗｈｉｌｅｄｕｒｉｎｇｔｈｅｌａｔｅｒｐｈａｓｅ，ｉｎｖａｓｉｏｎａｎｄｍｅｔａｓｔａｓｉｓｄｏｔａｋｅｐｌａｃｅ．Ａ
ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆｃａｎｃｅｒｃｅｌｌｂｒｅａｋｏｕｔａｎｄｉｎｖａｓｉｏｎｏｆｎｏｒｍａｌｔｉｓｓｕｅｏｒｅｘｔｒａｃｅｌｌｕｌａｒｍａｔｒｉｘｉｓｓｔｕｄ
ｉｅｄ．ＴｈｅｍｏｄｅｌｃｏｎｓｉｓｔｓｏｆａｓｙｓｔｅｍｏｆｆｏｕｒＲｅａｃｔｉｏｎｄｉｆｆｕｓｉｏｎｔａｘｉｓｐａｒｔｉａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓａｎｄａｄｅ
ｇｅｎｅｒａｔｅｐａｒａｂｏｌｉｃｐａｒｔｉａｌｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｅｑｕａｔｉｏｎｓ．ＢｙｕｓｉｎｇｔｈｅｐａｒａｂｏｌｉｃＬｐｔｈｅｏｒｙ，ｔｈｅｐａｒａｂｏｌｉｃＳｃｈａｕｄｅｒ
ｅｓｔｉｍａｔｅｓ，ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｃｏｍｐａｒｉｓｏｎａｎｄｔｈｅＢａｎａｃｈｆｉｘｅｄｐｏｉｎｔｔｈｅｏｒｅｍ，ｉｔｉｓｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｔｈｉｓｓｙｓｔｅｍｈａｓａ
ｕｎｉｑｕｅｇｌｏｂａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｔｕｍｏｒｇｒｏｗｔｈ；ｌｏｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ；ｇｌｏｂａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ

　　固体肿瘤的生长为分两个阶段：未血管化阶段
和血管化阶段。在肿瘤生长初期，肿瘤没有形成自

己的毛细血管。营养物质仅靠简单的扩散进入肿

瘤，而肿瘤细胞获得营养物质比较有限，这使肿瘤

生长的大小受到了较大的限制。肿瘤的这个阶段称

为未血管化肿瘤。对人体的健康构成严重威胁的肿

瘤是已经血管化的肿瘤。在这个阶段肿瘤寄生的正

常组织中的毛细血管侵入肿瘤，使肿瘤形成自己的

毛细血管系统，通过血液循环使肿瘤细胞在远处器

官中建立新的领地，这个过程称为转移。这种从单
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一原发性肿瘤到全身不同部位的多发性肿瘤的发展

过程是肿瘤恶性生长阶段，也是肿瘤难以治愈的主

要原因之一。

本文研究一个肿瘤细胞入侵正常组织或细胞外

基质的数学模型［１］。这是一个由蛋白水解酶活性

肿瘤细胞引起的综合过程，例如尿激酶型纤溶酶原

激活物 （ｕＰＡ）和蛋白水解酶 （ＭＭＰｓ）破坏细胞
外基质的蛋白。（ｕＰＡ）自身引发酶激联反应，主
要涉及纤维蛋白酶原的激活物及其随后的基质降解

蛋白纤维蛋白溶酶的激活。基质的降解促使肿瘤细

胞穿过组织迁移随后扩散到身体的其他部位，从而

形成肿瘤的转移。该模型由描述肿瘤细胞，尿激

酶，尿激酶抑制剂，纤溶酶和宿主组织之间的相互

作用的四个含有交叉扩散的抛物方程和一个退化的

抛物方程组成。模型具体表述如下：

ｔｎ＝ＤｎΔｎ－［χｕｎｕ＋χｐｎｐ＋χｖｎｖ］＋
μ１ｎ（１－ｎ），０＜ｘ＜Ｌ，ｔ＞０ （１）

ｎ０ ＝ｎ（ｘ，０）＝ｅｘｐ（－｜ｘ｜
２ε－１），０＜ｘ＜Ｌ

（２）
ｎ
υｘ＝０

＝０，ｎ
υｘ＝Ｌ

＝０，ｔ＞０

（υ是边界外法向，下同） （３）
ｔｖ＝－δｖｍ＋２１ｕｐ－２２ｖｐ＋μ２ｖ（１－ｖ），

０＜ｘ＜Ｌ，ｔ＞０ （４）

ｖ０ ＝ｖ（ｘ，０）＝１－
１
２ｅｘｐ（－｜ｘ｜

２ε－１），０＜ｘ＜Ｌ

（５）
ｔｕ＝ＤｕΔｕ－３１ｐｕ－３３ｎｕ＋α３１ｎ，

０＜ｘ＜Ｌ，ｔ＞０ （６）

ｕ０ ＝ｕ（ｘ，０）＝
１
２ｅｘｐ（－｜ｘ｜

２ε－１），０＜ｘ＜Ｌ

（７）
ｕ
υｘ＝０

＝０，ｕ
υｘ＝Ｌ

＝０，ｔ＞０ （８）

ｔｐ＝ＤｐΔｐ－４１ｐｕ－４２ｐｖ＋α４１ｍ，
０＜ｘ＜Ｌ，ｔ＞０ （９）

ｐ０ ＝ｐ（ｘ，０）＝
１
２０ｅｘｐ（－｜ｘ｜

２ε－１），０＜ｘ＜Ｌ

（１０）
ｐ
υｘ＝０

＝０，ｐ
υｘ＝Ｌ

＝０，ｔ＞０ （１１）

ｔｍ＝ＤｍΔｍ＋５２ｐｖ＋５３ｕｎ－５４ｍ，
０＜ｘ＜Ｌ，ｔ＞０ （１２）

ｍ０ ＝ｍ（ｘ，０）＝０，０＜ｘ＜Ｌ （１３）
ｍ
υｘ＝０

＝０，ｍ
υｘ＝Ｌ

＝０，ｔ＞０ （１４）

其中 ｎ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ），ｐ（ｘ，ｔ），ｕ（ｘ，ｔ），ｍ（ｘ，ｔ）
分别代表肿瘤细胞密度，细胞外基质蛋白玻连蛋白

浓度，纤溶酶原激活物抑制剂的浓度，纤溶酶原激

活物的浓度，纤维蛋白溶酶浓度［１］。Ｄｎ代表随机动
能系数 ，μ１代表扩散率，χｕ代表尿激酶型纤溶酶原
激活物介导的趋触性系数，χｐ代表纤溶酶原激活物
抑制剂介导的趋触性系数，χｖ代表细胞外基质蛋白
玻连蛋白浓度介导的趋触性系数；δ表示降解率，μ２
代表扩散率，２１表示产生的纤溶酶原激活物抑制
剂或纤溶酶原激活物的结合速率，２２表示纤溶酶
原激活物抑制剂与细胞外基质蛋白玻连蛋白结合的

制衡力；Ｄｕ，α３１，３１和 ３３，分别代表纤溶酶原
激活物的扩散系数，由癌细胞引起的纤溶酶原激活

物产生速率，纤溶酶原激活物抑制剂引起中和，及

其与细胞表面受体结合速率；Ｄｐ，α４１，４１和４２分
别表示：纤溶酶原激活物抑制剂扩散系数，由纤维

蛋白溶酶合成引起的纤溶酶原激活物抑制剂产生速

率，由纤溶酶原激活物作用引起的纤溶酶原激活物

抑制剂中和速率和由细胞外基质蛋白玻连蛋白结合

作用引起的纤溶酶原激活物抑制剂中和速率；Ｄｍ，
５２，５３，分别表示：纤维蛋白溶酶扩散系数，由
纤溶酶原激活物／尿激酶型纤溶酶原激活物受体结
合引起的纤维蛋白溶酶的生产速率，由纤溶酶原激

活物抑制剂或细胞外基质蛋白玻连蛋白浓度引起的

生产速率［２］，这些所有的参数均为大于零的正常

数。

本文假设以下条件成立：

（Ａ）对任意的０＜α＜１，ｎ０（ｘ），ｖ０（ｘ），ｕ０（ｘ），
ｐ０（ｘ），ｍ０（ｘ）∈Ｃ

２＋α（珚Ω）。
定理１　在条件 （Ａ）成立时，对任意ｔ≥０，

系统 （１）－（１４）存在唯一的整体解。

１　基本引理
首先引进一些记号：

①记ΩＴ ＝［０，Ｌ］×（０，Ｔ），ΩＴ是它的闭包。

②对ｐ＞５２，记Ｄｐ（０，１）为ｔ＝０时Ｗ
２，１
ｐ （ＱＴ）

的迹空间，ｉｅ．φ∈ Ｄｐ（０，１）当且仅当 ｕ∈
Ｗ２，１ｐ （ＱＴ），使得ｕ（·，０）＝φ。定义 Ｄｐ（０，１）中的
范数如下：

‖φ‖Ｄｐ（０，１）＝｛Ｔ
－１ｐ‖ｕ‖Ｗ２，１ｐ （ＱＴ） ｕ∈Ｗ

２，１
ｐ （ＱＴ），

ｕ（·，０）＝φ｝

由于ｐ＞５２时，Ｗ
２，１
ｐ （ＱＴ）连续嵌入到Ｃ（ＱＴ）（见文

［３］），上面的定义是有意义的。而且，显然如果

９４
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φ∈Ｗ２，ｐ（０，１），则φ∈Ｄｐ（０，１）且 ‖φ‖Ｄｐ（０，１）≤
‖φ‖Ｗ２，ｐ（０，１）。

③对１≤ｐ＜∞，记空间Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）中的函数
ｕ（ｘ，ｔ）的范数为

‖ｕ‖Ｗ２，１ｐ （ΩＴ） ＝‖Ｄｘｕ‖Ｌｐ（ΩＴ）＋

‖Ｄ２ｘｕ‖Ｌｐ（ΩＴ）＋‖Ｄｔｕ‖Ｌｐ（ΩＴ）

④记Ｃｋ＋α，βｘ，ｔ （ΩＴ）（整数ｋ≥０，０＜α＜１，０＜β
＜１）空间中的函数ｕ（ｘ，ｔ）有以下范数

‖ｕ‖Ｃｋ＋α，βｘ，ｔ （ΩＴ） ＝

∑
ｋ

ｌ ＝０
ｓｕｐ
ΩＴ
Ｄｌｘｕ ＋＜Ｄ

ｌ
ｘｕ＞αｘ，ΩＴ ＋＜Ｄ

ｌ
ｘｕ＞βｔ，Ω[ ]

Ｔ

其中

＜ｕ＞αｘ，ΩＴ ＝ ｓｕｐ
（ｘ，ｔ），（ｙ，ｔ）∈ΩＴ

ｕ（ｘ，ｔ）－ｕ（ｙ，ｔ）
ｘ－ｙα ，

＜ｕ＞βｔ，ΩＴ ＝ ｓｕｐ
（ｘ，ｔ），（ｘ，τ）∈ΩＴ

ｕ（ｘ，ｔ）－ｕ（ｘ，τ）
ｔ－τβ

下面介绍几个有用的引理。

引理 １［４］　假设 Ｄ是一个正常数，ａ（ｘ，ｔ），
ｂ（ｘ，ｔ），是区间 ΩＴ上连续有界的函数，ｆｘ，( )ｔ∈

Ｌｐ（ΩＴ），φ∈Ｃ
１［０，Ｔ］，且对１＜ｐ＜∞，ｕ０（ｘ）

∈ＤＰ（０，Ｌ）。令Ｂｕ＝α（ｕ／ｎ）＋βｕ，其中 （１）
α＝０，β＝１；（２）α＝１，β≥０。则初值问题
ｕ
ｔ
＝Ｄ

２ｕ
ｘ２
＋ａ（ｘ，ｔ）ｕ

ｘ
＋ｂ（ｘ，ｔ）ｕ＋ｆ（ｘ，ｔ），

０＜ｘ＜Ｌ，０＜ｔ＜Ｔ （１５）
ｘ＝０，Ｌ：Ｂｕ＝φ，０≤ｔ≤Ｔ （１６）
ｕ（ｘ，０）＝ｕ０（ｘ），０≤ｘ≤Ｌ （１７）

则存在唯一解ｕ（ｘ，ｔ）∈Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）且有以下估计
‖ｕ‖Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）≤Ｃｐ（Ｔ）（‖ｕ０（ｘ）‖Ｄｐ（０，Ｌ）＋

‖φ‖Ｗ２，ｐ（０，Ｔ）＋‖ｆ‖ｐ）

其中Ｃｐ（Ｔ）一个依赖于 Ｄ，ｐ，Ｔ，‖ａ‖∞，‖ｂ‖∞ 的

常数，且对任意的Ｔ有界集，Ｃｐ（Ｔ）是有界的。
引理 ２［５－６］　设 ａ（ｘ，ｔ），ｂ（ｘ，ｔ），ｆ（ｘ，ｔ）∈

Ｃα，α／２（ΩＴ）和 ｕ０（ｘ）∈ Ｃ
２＋α［０，Ｌ］，则初值问题

（１５）－（１７）存在唯一解ｕ（ｘ，ｔ）∈Ｃ２＋α，１＋α／２（珚ΩＴ），
且

（ｉ）当α＝０，β＝１时，有
‖ｕ‖Ｃ２＋α，１＋α／２（ΩＴ）≤‖ｕ０‖Ｃ２＋α［０，Ｌ］＋
Ｃα（Ｔ）（‖φ‖Ｃ１＋α／２［０，Ｔ］＋‖ｆ‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ））

（ｉｉ）当α＝１，β＝０时，有
‖ｕ‖Ｃ２＋α，１＋α／２ Ω( )Ｔ

≤‖ｕ０‖Ｃ２＋α［０，Ｌ］＋
Ｃα（Ｔ）（‖φ‖Ｃ１＋α／２［０，Ｔ］＋‖ｆ‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ））

这里 Ｃα（Ｔ）是仅依赖于 Ｄ，Ｔ，‖ａ（ｘ，ｔ）‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ），

‖ｂ（ｘ，ｔ）‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ）的常数。

引理３［７－８］　设ｕ（ｘ，ｔ）∈Ｃ１＋α，（１＋α）／２（珚ΩＴ），则
有

‖ｕ（ｘ，ｔ）－ｕ（ｘ，０）‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２（珚ΩＴ）≤
Ｃη（Ｔ）‖ｕ‖Ｃ２＋α，１＋α／２（珚ΩＴ）

其中η（Ｔ）＝ｍａｘ｛Ｔα／２，Ｔ（１－α）／２｝。

２　局部解的存在唯一性
本节证明问题 （１）－（１４）存在唯一局部解。

对任意给定的Ｔ＞０和一个正常数Ｍ，引入度量空
间 （ＸＭ，ｄ）。对任意 ｎ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ），ｕ（ｘ，ｔ），ｐ（ｘ，
ｔ），ｍ（ｘ，ｔ）（０＜ｘ＜Ｌ，０＜ｔ＜Ｔ），满足如下条件：

ｎ（ｘ，ｔ），ｖ（ｘ，ｔ），ｕ（ｘ，ｔ），ｐ（ｘ，ｔ），
ｍ（ｘ，ｔ）∈Ｃ１＋α，（１＋α）／２ｘ，ｔ （ΩＴ）

并满足问题 （１）－（１４）且
‖ｎ‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２ｘ，ｔ （ΩＴ）≤Ｍ，‖ｖ‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２ｘ，ｔ （ΩＴ）≤Ｍ，
‖ｕ‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２ｘ，ｔ （ΩＴ）≤Ｍ，‖ｍ‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２ｘ，ｔ （ΩＴ）≤Ｍ，

‖ｐ‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２ｘ，ｔ （ΩＴ）≤Ｍ （１８）
记：ｕ＝（ｎ，ｖ，ｕ，ｍ，ｐ），珘ｕ＝（珘ｎ，珓ｖ，珘ｕ，珟ｍ，珓ｐ），定义
ＸＭ中的度量ｄ为

ｄ（ｕ，珘ｕ）＝‖ｕ－珘ｕ‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２（ΩＴ）

很显然 ＸＭ，( )ｄ是一个完备的度量空间。
对任意的ｕ定义一个映射Ｆ：ｕ→ 珘ｕ，其中 珘ｕ满

足如下问题：

ｔ珘ｎ＝ＤｎΔ珘ｎ－·［χｕ珘ｎｕ＋χｐ珘ｎｐ＋χｖ珘ｎｖ］＋
μ１ｎ（１－ｎ），０＜ｘ＜Ｌ，ｔ＞０ （１９）

珘ｎ０ ＝珘ｎ（ｘ，０）＝ｅｘｐ（－｜ｘ｜
２ε－１），０＜ｘ＜Ｌ

（２０）
珘ｎ
υｘ＝０

＝０，珘ｎ
υｘ＝Ｌ

＝０，ｔ＞０ （２１）

ｔ珓ｖ＝－δ珓ｖｍ－２２珓ｖｐ＋μ２珓ｖ（１－ｖ）＋２１ｕｐ

（２２）

珓ｖ０ ＝珓ｖ（ｘ，０）＝１－
１
２ｅｘｐ（－｜ｘ｜

２ε－１），

０＜ｘ＜Ｌ （２３）
ｔ珘ｕ＝ＤｕΔ珘ｕ－３１ｐ珘ｕ－３３ｎ珘ｕ＋α３１ｎ （２４）

珘ｕ０ ＝珘ｕ（ｘ，０）＝
１
２ｅｘｐ（－｜ｘ｜

２ε－１），０＜ｘ＜Ｌ

（２５）
珘ｕ
υｘ＝０

＝０，珘ｕ
υｘ＝Ｌ

＝０，ｔ＞０ （２６）

ｔ珓ｐ＝ＤｐΔ珓ｐ－４１珓ｐｕ－４２珓ｐｖ＋α４１ｍ （２７）

珓ｐ０ ＝珓ｐ（ｘ，０）＝
１
２０ｅｘｐ（－｜ｘ｜

２ε－１），０＜ｘ＜Ｌ

（２８）
珓ｐ
υｘ＝０

＝０，珓ｐ
υｘ＝Ｌ

＝０，ｔ＞０ （２９）

０５
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ｔ珟ｍ＝ＤｍΔ珟ｍ－５４珟ｍ＋５２ｐｖ＋５３ｕｎ （３０）
珟ｍ０ ＝珟ｍ（ｘ，０）＝０，０＜ｘ＜Ｌ （３１）
珟ｍ
υｘ＝０

＝０，珟ｍ
υｘ＝Ｌ

＝０，ｔ＞０ （３２）

下面先证明Ｆ：映ＸＭ→ＸＭ。
（ｉ）对问题 （２２）－（２３）显然有唯一解 珓ｖ∈

Ｃ２＋α，（１＋α）／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ），且有

珓ｖ＝ｅ∫
Ｔ

　０
［μ２（１－ｖ）－δｍ－φ２２ｐ］ｄｔ·

（∫
Ｔ

０
φ２１ｕｐｅ

－∫ｔ　０［μ２（１－ｖ）－δｍ－φ２２ｐ］ｄτｄｔ＋ｖ０），

０＜ｘ＜Ｌ，０＜ｔ＜Ｔ
若Ｍ ＞‖ｖ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］＋１，且Ｔ足够小时，则有

‖珓ｖ‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤Ｍ （３３）
（ｉｉ）由引理２可知，问题 （２４）－（２６）存在

唯一解珘ｕ∈Ｃ２＋α，１＋α／２ｘ，ｔ （ΩＴ），且满足
‖珘ｕ‖Ｃ２＋α，１＋α／２（珚ΩＴ）≤‖珘ｕ０‖Ｃ２＋α ０，[ ]Ｌ ＋
Ｃα（Ｔ）‖α３１ｎ‖Ｃα，α／２ Ω( )Ｔ

＝Ｃ１（Ｔ，Ｍ）
再由引理３可得

‖珘ｕ‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤‖ｕ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］＋
‖珘ｕ－ｕ０‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤

‖ｕ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］＋Ｃη（Ｔ）‖珘ｕ‖Ｃ２＋α，１＋α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤
‖ｕ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］＋Ｃη（Ｔ）Ｃ１（Ｔ，Ｍ）

当Ｔ足够小时，ｌｉｍ
Ｔ→０
η（Ｔ）＝０，取Ｍ＞‖ｕ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］，

则有

‖珘ｕ‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２（珚ΩＴ）≤Ｍ （３４）
（ｉｉｉ）由引理２可知，问题 （２７）－（２９）存在

唯一解 珓ｐ∈Ｃ２＋α，１＋α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ），满足
‖珓ｐ‖Ｃ２＋α，１＋α／２（珚ΩＴ）≤‖珓ｐ０‖Ｃ２＋α ０，[ ]Ｌ ＋
Ｃα（Ｔ）‖α４１ｍ‖Ｃα，α／２（ΩＴ） ＝Ｃ２（Ｔ，Ｍ）

结合引理３可得
‖珓ｐ‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤‖ｐ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］＋

‖珓ｐ－ｐ０‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤
‖ｐ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］＋Ｃη（Ｔ）‖珓ｐ‖Ｃ２＋α，１＋α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤

‖ｐ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］＋Ｃη（Ｔ）Ｃ２（Ｔ，Ｍ）
当Ｔ足够小时，ｌｉｍ

Ｔ→０
η（Ｔ）＝０，取Ｍ＞‖ｐ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］，

则有

‖珓ｐ‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２（珚ΩＴ）≤Ｍ （３５）
（ｉｖ）同理，由引理２得到问题 （３０）－（３２）

存在唯一解 珟ｍ∈Ｃ２＋α，１＋α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ），满足
‖珟ｍ‖Ｃ２＋α，１＋α／２（珚ΩＴ）≤‖珟ｍ０‖Ｃ２＋α ０，[ ]Ｌ ＋
Ｃα（Ｔ）‖ｐｖ＋ｕｎ‖Ｃα，α／２ Ω( )Ｔ

＝Ｃ３（Ｔ，Ｍ）
结合引理３可得

‖珟ｍ‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤‖ｍ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］＋
‖珟ｍ－ｍ０‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤

‖ｍ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］＋Ｃη（Ｔ）‖珟ｍ‖Ｃ２＋α，１＋α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤
‖ｍ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］＋Ｃη（Ｔ）Ｃ３（Ｔ，Ｍ）

当 Ｔ 足 够 小 时，ｌｉｍ
Ｔ→０
η（Ｔ） ＝ ０，取 Ｍ ＞

‖ｍ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］，则有

‖珟ｍ‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２（珚ΩＴ）≤Ｍ （３６）
（ｖ）考虑问题 （１９）－（２１），为方便记
α１ ｘ，( )ｔ＝－（χｕｕ＋χｐｐ＋χｖｖ），

β１ ｘ，( )ｔ＝－（χｕΔｕ＋χｐΔｐ＋χｖΔｖ），

ｈ０（ｘ，ｔ）＝μ１ｎ（１－ｎ）
由 （ｉ）－（ｉｉｉ）的结论可知
‖α１（ｘ，ｔ）‖Ｃα，α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）＋‖β１（ｘ，ｔ）‖Ｃα，α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤

Ｃ（Ｔ）Ｍ （３７）
计算可知 （１９）可化为下面的形式
ｔ珘ｎ＝ＤｎΔ珘ｎ＋α１（ｘ，ｔ）珘ｎ＋β２（ｘ，ｔ）珘ｎ＋ｈ０（ｘ，ｔ）
再由引理２可得问题 （１９）－（２１）存在唯一解 珘ｎ
∈Ｃ２＋α，１＋α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ），满足

‖珘ｎ‖Ｃ２＋α，１＋α／２（珚ΩＴ）≤‖珘ｎ０‖Ｃ２＋α ０，[ ]Ｌ ＋
Ｃα（Ｔ）‖ｈ０‖Ｃα，α／２ Ω( )Ｔ

＝Ｃ４（Ｔ，Ｍ） （３８）
结合引理３

‖珘ｎ‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤‖ｎ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］＋
‖珘ｎ－ｎ０‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤

‖ｎ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］＋Ｃη（Ｔ）‖珘ｎ‖Ｃ２＋α，１＋α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤
‖ｎ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］＋Ｃη（Ｔ）Ｃ４（Ｔ，Ｍ）

当Ｔ足够小时，ｌｉｍ
Ｔ→０
η（Ｔ）＝０，取Ｍ＞‖ｎ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］，

则有

‖珘ｎ‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２（ΩＴ）≤Ｍ （３９）
取 Ｍ ＝ ｍａｘ｛‖ｎ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］，‖ｖ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］ ＋１，
‖ｕ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］，‖Ｐ０‖Ｃ１＋α［０，Ｌ］，‖ｍ０‖Ｃ２＋α［０，Ｌ］｝， 则

当Ｔ＞０充分小时，珘ｕ∈ＸＭ，即映射Ｆ映ＸＭ到它
自身。

下面我们证明 Ｆ是压缩的，对任意 ｕ１，ｕ２∈
ＸＭ，假设

珘ｕ１ ＝Ｆｕ１，珘ｕ２ ＝Ｆｕ２，珘ｕ ＝珘ｕ１－珘ｕ２，
δ＝‖ｕ１－ｕ２‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２（珚ΩＴ）

记 珓ｖ ＝珓ｖ１－珓ｖ２，由 （２２）－（２３）可得

ｔ珓ｖ ＝ａ（ｘ，ｔ）珓ｖ ＋ｈ１（ｘ，ｔ），０＜ｘ＜Ｌ，ｔ＞０，

珓ｖ ｔ＝０ ＝０，０＜ｘ＜Ｌ
其中

ａ（ｘ，ｔ）＝－δｍ１－２２ｐ１＋μ２（１－ｖ１），
ｈ１ ｘ，( )ｔ＝－δ珓ｖ２（ｍ１－ｍ２）－φ２２珓ｖ２（ｐ１－ｐ２）＋

μ２珓ｖ２（ｖ２－ｖ１）＋φ２１（ｕ１－ｕ２）ｐ１＋φ２１ｕ２（ｐ１－ｐ２）
易得

‖ａ‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤Ｃ（Ｔ）Ｍ，

１５
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‖ｈ１‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤Ｃ（Ｔ）Ｍ
直接计算可得

珓ｖ ＝ｅ∫
Ｔ

　０
ａ（ｘ，ｔ）ｄｔ（∫

Ｔ

０
ｈ１（ｘ，ｔ）ｅ

－∫ｔ　０ａ（ｘ，τ）ｄτｄｔ）

因此

‖珓ｖ１－珓ｖ２‖Ｃ１＋α，１＋α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤ＴＣ（Ｔ）Ｍ （４０）
记珘ｕ ＝珘ｕ１－珘ｕ２则有

ｔ珘ｕ ＝ＤｕΔ珘ｕ －（３１ｐ１＋３３ｎ１）珘ｕ ＋
ｈ２（ｘ，ｔ），０＜ｘ＜Ｌ，ｔ＞０，
珘ｕ ｔ＝０ ＝０，０＜ｘ＜Ｌ，

珘ｕ

υ ｘ＝０
＝０，珘ｕ



υ ｘ＝Ｌ
＝０，ｔ＞０

其中

ｈ２（ｘ，ｔ）＝－３１珘ｕ２（ｐ１－ｐ２）－
３３珘ｕ２（ｎ１－ｎ２）＋α３１（ｎ１－ｎ２）

由引理２可得
‖珘ｕ１－珘ｕ２‖Ｃ２＋α，１＋α／２（珚ΩＴ）≤Ｃα（Ｔ）‖ｈ２‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ）≤
Ｃα（Ｔ）（φ３１‖珘ｕ２‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ）‖ｐ１－ｐ２‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ）＋

Ｃα（Ｔ）（φ３３‖珘ｕ２‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ）＋α３１）·
‖ｎ１－ｎ２‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ））≤Ｃ（Ｔ）Ｍ （４１）

记 珓ｐ ＝珓ｐ１－珓ｐ２，则有
ｔ珓ｐ ＝ＤｐΔ珓ｐ －（４１ｕ１＋４２ｖ１）珓ｐ ＋ｈ３（ｘ，ｔ），

珓ｐ ｔ＝０ ＝０，０＜ｘ＜Ｌ，

珓ｐ

υ ｘ＝０
＝０，珓ｐ



υ ｘ＝Ｌ
＝０，ｔ＞０

其中

ｈ３（ｘ，ｔ）＝－４１珓ｐ２（ｕ１－ｕ２）－
４２珓ｐ２（ｖ１－ｖ２）＋α４１（ｍ１－ｍ２）

则根据引理２
‖珓ｐ１－珓ｐ２‖Ｃ２＋α，１＋α／２（珚ΩＴ）≤Ｃα（Ｔ）‖ｈ３‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ）≤
Ｃα（Ｔ）（４１‖珓ｐ２‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ）‖ｕ１－ｕ２‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ）＋
φ４２‖珓ｐ２‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ）‖ｖ１－ｖ２‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ）＋
α４１‖ｍ１－ｍ２‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ））≤Ｃ（Ｔ）Ｍ （４２）

记 珟ｍ ＝珟ｍ１－珟ｍ２，则有
ｔ珟ｍ ＝ＤｕΔ珟ｍ －５４珟ｍ ＋ｈ４（ｘ，ｔ），

０＜ｘ＜Ｌ，ｔ＞０，
珟ｍ ｔ＝０ ＝０，０＜ｘ＜Ｌ，

珟ｍ

υ ｘ＝０
＝０，珟ｍ



υ ｘ＝Ｌ
＝０，ｔ＞０

其中

ｈ４（ｘ，ｔ）＝５２（ｐ１ｖ１－ｐ２ｖ２）＋５３（ｕ１ｎ１－ｕ２ｎ２）
同理有引理２

‖珟ｍ１－珟ｍ２‖Ｃ２＋α，１＋α／２（珚ΩＴ）≤
Ｃα（Ｔ）（φ５２‖ｐ１‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ）‖ｖ１－ｖ２‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ）＋
φ５２‖ｖ２‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ）‖ｐ１－ｐ２‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ））＋

Ｃα（Ｔ）（φ５３‖ｕ１‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ）‖ｎ１－ｎ２‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ）＋
φ５３‖ｎ２‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ）‖ｕ１－ｕ２‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ））≤Ｃ（Ｔ）Ｍ

（４３）
记珘ｎ ＝珘ｎ１－珘ｎ２，则有

ｔ珘ｎ＝ＤｎΔ珘ｎ ＋α２（ｘ，ｔ）珘ｎ ＋

β２（ｘ，ｔ）珘ｎ ＋ｈ５（ｘ，ｔ），
０＜ｘ＜Ｌ，ｔ＞０，

珘ｎ ｔ＝０ ＝０，０＜ｘ＜Ｌ，

珘ｎ

υ ｘ＝０
＝０，珘ｎ

υ ｘ＝Ｌ
＝０，ｔ＞０

其中

α２（ｘ，ｔ）＝－（χｕｕ１＋χｐｐ１＋χｖｖ１），
β２（ｘ，ｔ）＝－（χｕΔｕ１＋χｐΔｐ１＋χｖΔｖ１）－μ１ｎ１，
ｈ５（ｘ，ｔ）＝μ１（ｎ１－ｎ２）－μ１珘ｎ２（ｎ１－ｎ２）－
（χｕ（ｕ１－ｕ２）＋χｐ（ｐ１－ｐ２））－
χｖ（ｖ１－ｖ２）－（χｕΔ（ｕ１－ｕ２）＋
χｐΔ（ｐ１－ｐ２）＋χｖΔ（ｖ１－ｖ２））

则有引理２
‖珘ｎ１－珘ｎ２‖Ｃ２＋α，１＋α／２（珚ΩＴ）≤

Ｃα（Ｔ）‖ｈ５‖Ｃα，α／２（珚ΩＴ）≤Ｃ（Ｔ）Ｍ （４４）
综合 （４０）－（４４），再由引理３可得

‖珘ｎ１－珘ｎ２‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２（珚ΩＴ）≤
Ｃη（Ｔ）‖珘ｎ１－珘ｎ２‖Ｃ２＋α，１＋α／２（珚ΩＴ）≤η（Ｔ）Ｃ（Ｔ）δ

其中η（Ｔ）＝ｍａｘ｛Ｔα／２，Ｔ（１－α）／２｝，同理
‖珘ｕ１－珘ｕ２‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２（珚ΩＴ）≤η（Ｔ）Ｃ（Ｔ）δ，
‖珟ｍ１－珟ｍ２‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２（珚ΩＴ）≤η（Ｔ）Ｃ（Ｔ）δ，
‖珓ｐ１－珓ｐ２‖Ｃ１＋α，（１＋α）／２（珚ΩＴ）≤η（Ｔ）Ｃ（Ｔ）δ，

‖珓ｖ１－珓ｖ２‖Ｃ１＋α，１＋α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤ＴＣ（Ｔ）‖珓ｖ１－珓ｖ２‖Ｃ１＋α，１＋α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）

取 Ｔ ＞０充分小，使得 ０ ＜ｍａｘ｛η（Ｔ）Ｃ（Ｔ），
ＴＣ（Ｔ）｝＜１，此时Ｆ为ＸＭ上的压缩映射。由Ｂａ
ｎａｃｈ不动点定理可知，当Ｔ＞０充分小时，Ｆ存在
唯一的不动点 （ｎ，ｖ，ｕ，ｐ，ｍ），它就是问题 （１）－
（１４）在区域 ΩＴ中的唯一解。由证明过程可知 Ｔ
依赖 于 ｎ（ｘ，０），ｖ（ｘ，０），ｕ（ｘ，０），ｐ（ｘ，０），ｍ（ｘ，０）
在空间Ｃ２＋α（０，Ｌ）中的范数的上确界。上述结果可
以总结为如下定理：

定理２　存在 Ｔ＞０，使得问题 （１）－（１４）
在０＜ｔ＜Ｔ时在区域ΩＴ内存在唯一解，Ｔ依赖于
ｎ（ｘ，０），ｖ（ｘ，０），ｕ（ｘ，０），ｐ（ｘ，０），ｍ（ｘ，０）在 空 间
Ｃ２＋α（０，Ｌ）中的范数的上确界。

３　整体解的存在唯一性
引理４　对 （１）－（１４）有结论：
ｕ≥０，ｖ≥０，ｍ≥０，ｐ≥０，０≤ｎ≤Ｎ（４５）

２５
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成立。

证明　①对 （１）－（３）应用极值原理可得：０
≤ｎ≤Ｃｓｕｐ（ｎ０）≡Ｎ。显然，ｕ＝０为 （６）－（８）
的下解，故ｕ≥０。

② 下面证明ｖ≥０，ｍ≥０，ｐ≥０．用反证法，
假设ｐ＜０，考虑ｍ，ｐ的抛物方程组
ｔｐ－ＤｐΔｐ＋φ４１ｐｕ＋φ４２ｐｖ＝α４１ｍ，（ｘ，ｔ）∈ΩＴ，

ｔｍ－ＤｍΔｍ＋φ５４ｍ＝φ５２ｐｖ＋φ５３ｕｎ，（ｘ，ｔ）∈ΩＴ，

ｐ
υｘ＝０

＝０，ｐ
υｘ＝Ｌ

＝０，ｍ
υｘ＝０

＝０，ｍ
υｘ＝Ｌ

＝０，ｔ＞０，

ｐ（ｘ，０）≥０，ｍ（ｘ，０）＝０，ｘ∈










Ω

（４６）
（ｉ）当ｖ≥０时，由抛物方程组的比较原理［８］，

可知ｍ≥０，ｐ≥０，与ｐ＜０矛盾；
（ｉｉ）当ｖ＜０，ｐ＜０时，由比较原理可知ｍ≥

０，也可推知ｐ≥０，这也与ｐ＜０矛盾。
由 （ｉ），（ｉｉ）综合可得ｐ≥０，ｖ≥０，ｍ≥０。

引理４得证。
引理５　对任意１＜ｋ＜∞，存在一个依赖于

Ｔ的常数Ｃｋ（Ｔ）满足
‖ｎ‖Ｌｋ（ΩＴ）≤Ｃｋ（Ｔ），‖ｕ‖Ｌｋ（ΩＴ）≤Ｃｋ（Ｔ），
‖ｍ‖Ｌｋ（ΩＴ）≤Ｃｋ（Ｔ），‖ｐ‖Ｌｋ（ΩＴ）≤Ｃｋ（Ｔ）
证明　由引理４，显然‖ｎ‖Ｌｋ（ΩＴ）≤Ｃｋ（Ｔ）成

立。①在方程 （６）两边同时乘以 ｕｋ并且在 ΩＴ上
积分可得

１
ｋ＋１∫

Ｌ

０

ｄ
ｄｔ∫

ｔ

０
ｕｋ＋１ｄｘｄｔ＋ｋＤｕ∫

ｔ

０∫
Ｌ

０
ｕ２ｕｋ－１ｄｘｄｔ≤

α３１∫
Ｌ

０∫
ｔ

０
ｎｕｋｄｘｄｔ≤α３１（∫

Ｌ

０∫
ｔ

０
ｕｋ＋１ｄｘｄｔ）

ｋ
ｋ＋１（∫

Ｌ

０∫
ｔ

０
ｎｋ＋１ｄｘｄｔ）

１
ｋ＋１

（４７）

记φ（ｔ）＝∫
Ｌ

０∫
ｔ

０
ｕｋ＋１ｄｘｄｔ代入 （４７）式得

ｄφ
ｄｔ≤Ｃφ

ｋ
ｋ＋１≤Ｃｋ（φ＋１）

由Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式，可得
φ≤Ｃｋ（Ｔ）

因此可得

‖ｕ‖Ｌｋ＋１（ΩＴ）≤Ｃｋ（Ｔ） （４８）

②把式 （９）和式 （１２）相加再乘以（ｍ＋ｐ）ｋ

并且在ΩＴ上积分可得
１
ｋ＋１∫

Ｌ

０

ｄ
ｄｔ∫

ｔ

０
（ｍ＋ｐ）ｋ＋１ｄｘｄｔ＋

ｋＤ∫
ｔ

０∫
Ｌ

０
（ｍ＋ｐ）２( )ｍ＋ｐｋ－１ｄｘｄｔ≤

∫
Ｌ

０∫
ｔ

０
φ５３ｕｎ（ｍ＋ｐ）

ｋｄｘｄｔ≤

Ｎ（∫
Ｌ

０∫
ｔ

０
（（ｍ＋ｐ））ｋ＋１ｄｘｄｔ）

ｋ
ｋ＋１（∫

Ｌ

０∫
ｔ

０
ｕｋ＋１ｄｘｄｔ）

１
ｋ＋１

（４９）
其中Ｄ＝ｍａｘＤＰ，Ｄ( )

ｍ ，５４＝α４１，４２＞５２（见文

［１］）．记 ( )ｔ＝∫
Ｌ

０∫
ｔ

０
（ｍ ＋ｐ）ｋ＋１ｄｘｄｔ，再由式

（４８）结合式 （４９），可得
ｄ
ｄｔ≤Ｃｋ（＋１）

从而

‖（ｍ＋ｐ）‖Ｌｋ＋１（ΩＴ）≤Ｃｋ（Ｔ）
又ｍ≥０，ｐ≥０，所以
‖ｐ‖Ｌｋ＋１（ΩＴ）≤Ｃｋ（Ｔ），‖ｍ‖Ｌｋ＋１（ΩＴ）≤Ｃｋ（Ｔ）

（５０）
引理５得证。

引理６　对任意１＜ｐ＜∞，存在一个依赖于
Ｔ的常数Ｃｐ（Ｔ）满足
‖ｎ‖Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）≤Ｃｐ（Ｔ），‖ｕ‖Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）≤Ｃｐ（Ｔ），

‖ｍ‖Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）≤Ｃｐ（Ｔ），
‖ｐ‖Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）≤Ｃｐ（Ｔ），‖ｖ‖Ｃα，α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤Ｃｐ（Ｔ）
证明　①对问题 （６）－（８）应用引理１得

‖ｕ‖Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）≤Ｃｐ（Ｔ） （５１）
同理可得

‖ｐ‖Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）≤Ｃｐ（Ｔ），‖ｍ‖Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）≤Ｃｐ（Ｔ）

（５２）
由Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入定理 Ｗ２，１ｐ （ΩＴ） Ｃα

，α／２
ｘ，ｔ （珚ΩＴ），α

＝２－５ｐ，（ｐ＞
５
２）（见文 ［９］），可得

‖ｕ‖Ｃα，α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤Ｃｐ（Ｔ），‖ｐ‖Ｃα，α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤Ｃｐ（Ｔ），
‖ｍ‖Ｃα，α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤Ｃｐ（Ｔ） （５３）

考虑问题 （４）－（５），再用引理２，可知
‖ｖ‖Ｃα，α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤Ｃｐ（Ｔ） （５４）

② 问题 （１）－（３）可以写为如下形式：
ｔｎ＝ＤｎΔｎ＋α３（ｘ，ｔ）ｎ＋β３（ｘ，ｔ）ｎ＋ｈ（ｘ，ｔ）
其中

α３ ｘ，( )ｔ＝－ χｕｕ＋χｐｐ＋χｖ( )ｖ，

β３ ｘ，( )ｔ＝－ χｕΔｕ＋χｐΔｐ＋χｖΔ( )ｖ，
ｈ（ｘ，ｔ）＝μ１ｎ（１－ｎ）

由引理５可知 β３（ｘ，ｔ）ｎ＋ｈ（ｘ，ｔ）∈ Ｌ
ｐ（ΩＴ），且

α３（ｘ，ｔ）是连续有界函数，由引理１可得
‖ｎ‖Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）≤Ｃｐ（Ｔ） （５５）

引理６得证。
引理７　存在一个依赖于 Ｔ的常数 Ｃ（Ｔ），满

足

‖ｕ‖Ｃ２＋α，１＋α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤Ｃ（Ｔ） （５６）

３５
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证明　由引理６和Ｓｏｂｏｌｅｖ嵌入定理Ｗ２，１ｐ （ΩＴ）

Ｃα，α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ），α＝２－
５
ｐ（ｐ＞

５
２）， （见文

［９］），则有
‖ｕ‖Ｃα，α／２ｘ，ｔ （珚ΩＴ）≤Ｃ（Ｔ），０＜α＜１

因此方程 （１），（４），（６），（９），（１２）的系数
满足引理２，因此可得

‖ｕ‖Ｃ２＋α，１＋α／２ｘ，ｔ （珚ＱＴ）≤Ｃ（Ｔ） （５７）
引理７得证

由定理２和引理７，可知定理１得证。
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